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       Vorlesungsmanuskript F l ä c h e n t r a g w e r k e I / II Elastische Platten Dr.-Ing. I. Raecke Otto-von-Guericke-Universität Magdeburg Fakultät für Maschinenbau Institut für Mechanik Nur für den Gebrauch an der Otto-von-Guericke-Universität Magdeburg bestimmt! Inhaltsverzeichnis II __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ Elastische Platten Inhaltsverzeichnis: Seite 1 Definitionen und Voraussetzungen 1 2 Grundgleichungen der Platte in kartesischen Koordinaten 3 2.1 Schnittgrößen 3 2.2 Gleichgewichtsbedingungen 4 2.3 Verzerrungs - Verformungsbeziehungen 7 2.4 Stoffgesetz 9 2.5 Plattendifferentialgleichung in kartesischen Koordinaten 11 2.6 Spannungen in Abhängigkeit von den Schnittgrößen 14 2.7 Randbedingungen 17 3 Ausgewählte Lösungen der Plattengleichung in kartesischen Koordinaten 21 3.1 Plattenstreifen 21 3.2 Plattenhalbstreifen 28 3.3 Rechteckplatte mit gelenkig gelagertem Randpaar (Lösung nach Levy/Nadai) 31 3.4 Allseitig gelenkig gelagerte Rechteckplatte (Lösung nach Navier) 33 4 Grundgleichungen der Platte in Zylinderkoordinaten 35 4.1 Schnittgrößen 36 4.2 Gleichgewichtsbedingungen 37 4.3 Verzerrungs - Verformungsbeziehungen 38 4.4 Stoffgesetz 38 4.5 Plattendifferentialgleichung in Zylinderkoordinaten 39 4.6 Spannungen in Abhängigkeit von den Schnittgrößen 40 4.7 Randbedingungen 41 5 Ausgewählte Lösungen der Plattengleichung in Zylinderkoordinaten 42 5.1 Rotationssymmetrische Lösung 42 5.2 Kreisplatte mit nichtrotationssymmetrischer Belastung 51 6 Rotationssymmetrische Platte mit elastischer Bettung * 56 7 Näherungsverfahren zur Berechnung von Platten 63 7.1 Vorbetrachtungen 63 7.2 Diskretisierende Verfahren 66 7.3 Näherungsverfahren durch globale Funktionsansätze für das gesamte Gebiet 66 7.4 Anwendungsbeispiele 71 8 Orthotrope Platten * 79 8.1 Definitionen 79 8.2 Grundgleichungen 80 8.3 Spannungen 83 8.4 Randbedingungen 84 8.5 Hinweise zu den Materialkenngrößen 84 8.6 Einfache Anwendungen 86 ________________________________ Elastische Platten Inhaltsverzeichnis III __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 9 Einführung in die Plattenschwingungen * 89 9.1 Grundgleichung für Transversalschwingungen 89 9.2 Einfaches Beispiel 91 10 Platten mit großen Verformungen * 94 10.1 Einführung 94 10.2 Grundgleichungen 95 10.3 Näherungslösungen für Platten mit großen Verformungen 106 10.4 Beispiel 107 11 Einführung in die Stabilität der Platten * 110 11.1 Einführung 110 11.2 Grundgleichungen 110 11.3 Lösung des Stabilitätsproblems 111 11.4 Näherungslösungen 116 Literatur 120 Anhang A 1 Fourierreihenentwicklungen A 1 A 1.1 Mathematische Grundlagen für Einfachreihenentwicklungen A 1 A 1.2 Beispiele für Fourier´sche Einfachreihen A 3 A 1.2.1 Lineare Streckenlast zwischen x1 und x2 A 3 A 1.2.2 Lineare Streckenlast über den gesamten Bereich A 5 A 1.2.3 Konstante Streckenlast zwischen x1 und x2 (Periode L = 2l) A 7 A 1.2.4 Einzelkraft F bei x = d A 8 A 1.2.5 Konstante Streckenlast zwischen x1 und x2 (Periode L = l) A 9 A 1.3 Mathematische Grundlagen für Doppelreihenentwicklungen A 12 A 1.4 Beispiele für Fourier´sche Doppelreihen A 15 A 1.4.1 Konstante Flächenlast p0 über einen Rechteckbereich 2c - 2d A 15 A 1.4.2 Linear verteilte Flächenlast in x-Richtung (konstant in y-Richtung) A 18 A 2 Arbeitsblätter für Platten A 20 A 2.1 Allgemeine Lösung für den Plattenstreifen A 20 A 2.2 Allgemeine Lösungen für den Plattenhalbstreifen mit gelenkig gelagerten Längsrändern A 21 A 2.3 Allgemeine Lösungen für die Rechteckplatte mit 2 gelenkig gelagerten parallelen Rändern A 22 A 2.4 Allgemeine Lösungen für die allseitig gelenkig gelagerte Rechteckplatte A 24 A 2.5 Allgemeine Lösungen für die rotationssymmetrische Kreisplatte A 26 A 3 Fragenkomplex zur Plattentheorie A 27 A 3.1 Fragen zu Flächentragwerke I A 27 A 3.2 Fragen zu Flächentragwerke II (Abschnitte mit *) A 28 Hinweis: Die mit * gekennzeichneten Kapitel sind Gegenstand der Lehrveranstaltung Flächentragwerke II. ________________________________ Elastische Platten 1 Definitionen und Voraussetzungen 1 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ Elastische Platten (Klassische - oder Kirchhoffsche Plattentheorie) Fachliche Voraussetzung für die Behandlung des folgenden Stoffes sind Kenntnisse aus den Grundkursen "Technische Mechanik" und "Mathematik" sowie aus der Vorlesung "Grundlagen der Kontinuummechanik". 1 Definitionen und Voraussetzungen Definition einer Platte: Eine Platte ist ein ebenes Flächentragwerk, bei dem die zunächst ebene Mittelfläche durch eine Belastung senkrecht zu ihr bzw. durch Biegemomente eine Krümmung erfährt. Die Beschreibung des Plattenproblems erfolgt je nach Geometrie in einem angepassten Koordinatensystem. Typisch sind für Rechteckplatten kartesische Koordinaten und für Kreisplatten Zylinderkoordinaten (Bild 1.1). Rechteckplatte (kartesische Koordinaten) Kreisplatte (Zylinderkoordinaten) Bild 1.1: Platte mit Geometrie, Belastung und Koordinaten Es bedeuten: pn(x,y), pn(r,ϕ) - Flächenlast senkrecht (normal) zur Plattenmittelfläche, positiv in z-Richtung w(x,y), w(r,ϕ) - Verformung senkrecht zur Plattenmittelfläche, positiv in z-Richtung, h(x,y), h(r,ϕ) - Plattendicke x, y, z - kartesische Koordinaten (x-y-Ebene in der Plattenmittelfläche) r, ϕ, z - Zylinderkoordinaten oder Polarkoordinaten (r-ϕ-Ebene in der Plattenmittelfläche) ________________________________ Elastische Platten 1 Definitionen und Voraussetzungen 2 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ Voraussetzungen und Annahmen (gelten sinngemäß auch für Zylinderkoordinaten): • Es gibt nur Belastungen senkrecht (normal) zur Plattenmittelfläche, Biegemomenten- belastungen und Temperaturbelastungen T(x,y,z). Die Temperaturbelastung T(x,y,z) muss eine lineare Funktion in z sein (linear über die Plattendicke h). • Die Plattendicke h ist klein gegenüber den anderen Hauptabmessungen der Plattenmittelfläche (h << a, b bzw. R). • Die Verformung w(x,y) in z-Richtung ist klein gegenüber der Plattendicke h (Anhaltswert: w < 0,2h). Das bedeutet, dass die durch die Verformung w auftretenden Verzerrungen und Dehnungen in der Plattenmittelfläche vernachlässigt werden können (siehe nächste Annahme) und somit das Gleichgewicht am unverformten differentiellen Element (Theorie 1. Ordnung; vgl. Bild 2.3) aufgeschrieben werden können. • Dehnungen εx, εy und Winkeländerungen γxy der Plattenmittelfläche infolge der Verformung w sind klein und können vernachlässigt werden. • Das Material ist homogen, isotrop und linearelastisch. • Die Materialkonstanten (E, G, ν, α) sind unabhängig von den Koordinaten. • Das Hookesche Gesetz gelte. • Die Bernoullische Hypothese (Normalenhypothese) habe Gültigkeit; d. h.: Punkte auf einer Normalen zur unverformten Mittelfläche liegen auch nach der Verformung auf einer Normalen zur verformten Mittelfläche (Querschnitte bleiben damit eben). Es gilt γxz = γyz= 0. Das ist gleichbedeutend mit der Vernachlässigung der Querkraftschubverzerrungen γxz und γyz infolge der Querkräfte qx und qy. Für dünne Platten ist eine solche Annahme (wie auch in der Biegetheorie des Balkens) gerechtfertigt. • Die Spannung σz nimmt Werte zwischen der Belastung p(x,y) und Null an und kann gegenüber den Spannungen σx und σy vernachlässigt werden. • Die Plattendicke h ändert sich bei der Belastung nicht. Es kann somit εz=0 angenommen werden. • Mit den obigen Voraussetzungen ergibt sich für die Kirchhoffsche Platte ein ebener Spannungszustand mit den Spannungen: σx = σx(x,y,z), σy = σy(x,y,z), τxy = τyx = τxy(x,y,z) σz = 0, τxz = τzx=0, τyz = τzy = 0 Bemerkung: Die Annahmen γxz = γyz = 0 und εz = 0 und der daraus folgende ebene Spannungszustand (σz = 0, τxz = τzx = 0, τyz = τzy = 0) in der Platte bedeutet nicht, dass diese Spannungen nicht auftreten. Die Voraussetzungen lassen lediglich die Berechnung dieser Spannungen nicht mehr aus dem Hookeschen Gesetz zu. Sie müssen aus gesonderten Gleichgewichtsbedin- gungen ermittelt werden (vgl. Kapitel 2.6). Werden bestimmte Voraussetzungen weggelassen, so erhalten wir eine verschärfte Plattentheorie: • Plattentheorie für große Verformungen, • Plattentheorie für dicke Platten, • Reißnersche Plattentheorie (Wegfall der Bernoullischen Hypothese). ________________________________ Elastische Platten 2 Grundgleichungen der Platte in kartesischen Koordinaten 3 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 2 Grundgleichungen der Platte in kartesischen Koordinaten 2.1 Schnittgrößen Aus einer Platte wird ein differentiell kleines Element mit den Abmessungen dx-dy-h herausgeschnitten. In den Schnittflächen greifen über die Plattenhöhe h veränderliche Spannungen an. Wegen der differentiellen Abmessungen der Schnittflächen in x- und y-Richtung können die Spannungen über dx und dy als konstant angenommen werden (Bild 2.1). Aus den Spannungen bilden wir resultierende Kräfte und Momente, die in der Plattenmittelfläche angreifen sollen, jedoch auf die jeweilige Schnittflächenlänge dx bzw. dy bezogen werden. Die so gebildeten bezogenen Kräfte und Momente bezeichnen wir als Schnittgrößen (Bild 2.2, und Gleichungen (2.1) und (2.2)). Waren die Spannungen noch Funktionen von x, y und z, so sind die auf diese Art gebildeten Schnittgrößen nur noch Funktionen von x und y. Diese Reduzierung der Spannungen auf Schnittgröße, die nur noch von x und y abhängig sind, wird sich im Folgenden als zweckmäßig erweisen. Bild 2.1: Spannungen am Plattenelement a) Scheibenschnittgrößen b) Plattenschnittgrößen Bild 2.2: Schnittgrößen ________________________________ Elastische Platten 2 Grundgleichungen der Platte in kartesischen Koordinaten 4 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ Zwischen den Spannungen nach Bild 2.1 und den Schnittgrößen nach Bild 2.2 muss folgender Zusammenhang bestehen. Dabei wollen wir die 10 Schnittgrößen in sogenannte 4 Scheibenschnittgrößen und 6 Plattenschnittgrößen aufteilen. In der Gleichung (2.1) ist die erste Gleichung zur Veranschaulichung ausführlicher aufgeschrieben. Scheibenschnittgrößen: h h 2 2 F 1 nx = Rx = dy dy ∫ σ x dydz = ∫ σ x dz in N/mm −h −h 2 2 h 2 ny = ∫ σ y dz in N/mm (2.1) −h 2 h h 2 2 in N/mm nxy = ∫τ xy dz , n yx = ∫τ yx dz −h −h 2 2 Plattenschnittgrößen: h h 2 2 Biegemomente in N mx = ∫ σ x zdz , my = ∫ σ y zdz −h −h 2 2 h h 2 2 Drillmomente in N ∫τ xy zdz , m yx = ∫τ yx zdz mxy = (2.2) −h −h 2 2 h h 2 2 Querkräfte in N/mm qx = ∫τ xz dz , qy = ∫τ yz dz −h −h 2 2 2.2 Gleichgewichtsbedingungen Aus einer Platte wird ein differentiell kleines Element mit den Abmessungen dx-dy-h heraus- geschnitten. In den Schnittflächen der positiven und negativen Schnittufer werden die aus den Schnittgrößen (Bild 2.2) resultierenden Kräfte bzw. Momente unter Beachtung der differentiellen Zunahme (wird wegen h << 1 durch Abbruch der entsprechenden 2 Taylor-Reihe f ( a + h ) = f ( a ) + 1h! f ′( a ) + h2! f ′′( a )+... nach dem 2. Glied berücksichtigt) am positiven Schnittufer angetragen. Die resultierenden Kräfte und Momente erhält man durch Multiplikation der Schnittgrößen mit der Bezugslänge dx bzw. dy. Da kleine Verformungen vorausgesetzt werden, kann das unverformte Plattenelement betrachtet werden (Bild 2.3). ________________________________ Elastische Platten 2 Grundgleichungen der Platte in kartesischen Koordinaten 5 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ ∂ (...) ∂ (...) mit (...), x = bzw. (...), y = ∂x ∂y Bild 2.3: Plattenelement mit Belastung Das Plattenelement muss im Gleichgewicht sein. Von den 6 Gleichgewichtsbedingungen liefert das Kräftegleichgewicht in x-Richtung (nx + nx , x dx )dy − nx dy + (n yx + n yx , y dy )dx − n yx dx = 0 nx , x + n yx , y = 0 Das Kräftegleichgewicht in y-Richtung und das Momentengleichgewicht um die zur z-Achse parallele Achse durch den Plattenmittelpunkt liefert zwei weitere Gleichungen. Die so gewonnenen drei Gleichungen sind die sogenannten Scheibengleichgewichtsbedingungen: nx , x + n yx , y = 0 n y , y + nxy , x = 0 (2.3a) nxy − n yx = 0 Aus der dritten Gleichung von (2.3a) folgt mit (2.1) τxy = τyx bzw. mit (2.2) mxy = myx. Von den restlichen drei Gleichgewichtsbedingungen soll eine hier ausführlich aufgeschrieben werden. Aus der Gleichgewichtsbedingung für die Momente um eine zur x-Achse parallelen Achse durch den Schwerpunkt des Elementes folgt: : ( − q y + q y , y dy dx dy 2 )dy − q y dx + 2 ( ) + mxy + mxy , x dx dy − mxy dy + + (m y + m y , y dy )dx − m y dx = 0 Daraus erhalten wir nach Vereinfachung und Vernachlässigung der Glieder die klein von höherer Ordnung sind (z. B. wird hier das Glied qy,y&dy&dx&dy/2 mit 3 differentiellen Größen ________________________________ Elastische Platten 2 Grundgleichungen der Platte in kartesischen Koordinaten 6 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ als Produkt gegenüber den anderen Gliedern mit nur 2 differentiellen Größen als Produkt vernachlässigt): my , y + mxy , x − q y = 0 In analoger Weise werden die restlichen zwei Gleichgewichtsbedingungen aufgeschrieben. Mit mxy = myx folgen die drei Plattengleichgewichtsbedingungen: q x , x + q y , y + pn ( x, y ) = 0 mx , x + mxy , y −q x = 0 (2.3b) m y , y + mxy , x − q y = 0 Die Scheibengleichgewichtsbedingungen (2.3a) und die Plattengleichgewichtsbedingungen (2.3b) sind nicht miteinander gekoppelt. Das bedeutet, dass das Scheiben- und das Plattenproblem für kleine Verformungen unabhängig voneinander berechnet werden können. Scheibenschnittgrößen treten nur dann auf, wenn entsprechende Belastungen parallel zur Plattenmittelfläche vorhanden sind. Plattenschnittgrößen treten dann auf, wenn Belastungen senkrecht zur Plattenmittelfläche bzw./und Biegemoment eingeleitet werden. Diese Trennung von Scheiben- und Plattenproblem folgt aus den oben getroffenen Voraussetzungen (ebenes Flächentragwerk; kleine Verformungen und damit Theorie erster Ordnung, d. h. Gleichgewicht am unverformten Element; Belastungsannahmen; usw.). Bei einer Plattentheorie für große Verformungen (hier ist das Aufschreiben der Gleichgewichts- bedingungen am verformten Element notwendig; vgl. Kapitel 10 Platten mit großen Verformungen) und bei gekrümmten Flächentragwerken (Schalen) gibt es diese Trennung der Schnittgrößen nicht mehr. Treten nur Belastungen senkrecht zur Mittelebene bzw./und Biegemomente auf, so werden nur Plattenschnittgrößen vorkommen. Im Folgenden sollen deshalb nur noch die Plattenschnittgrößen betrachtet werden! Die Gleichgewichtsbedingungen (2.3b) sind 3 Gleichungen für 5 unbekannte Schnittgrößen. Das Plattenproblem ist somit innerlich statisch unbestimmt. Es ist Verformungs- betrachtungen notwendig! ________________________________ Elastische Platten 2 Grundgleichungen der Platte in kartesischen Koordinaten 7 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 2.3 Verzerrungs - Verformungsbeziehungen Die Formänderungsbetrachtungen werden unter Beachtung der im Kapitel 1 getroffenen Voraussetzungen vorgenommen. Für die Formänderungsbetrachtungen sind dies in erster Linie: • Bernoullische Hypothese (Normalenhypothese) soll gelten, d. h. die Querschnitte bleiben bei der Verformung eben. • Die Verformungen sind klein. • Verzerrungen der Plattenmittelfläche können vernachlässigt werden. • Die Plattendicke h ändert sich nicht (εz = 0) und damit ist die Plattenverformung w nur von den Koordinaten x und y der Plattenmittelfläche abhängig. Wir betrachten einen beliebigen Plattenquerschnitt mit einem Punkt P im Abstand z von der Plattenmittelfläche im unverformten und verformten Zustand (Bild 2.4). Bild 2.4: Verformung w (positiv in positiver Koordinatenrichtung) in der x-z-Ebene; Neigung w,x bzw. w,y (positiv im mathematisch positiven Drehsinn) Infolge der Verformung w(x,y) und der dabei eintretenden Neigung der Plattenmittelfläche erfährt der Punkt P eine Verschiebung vx(z) in x-Richtung von der Größe (vgl. Bild 2.4) vx(z) = - z w,x Analog erhält man aus einer Betrachtung der y-z-Ebene die Verschiebung vy(z) des Punktes P in y-Richtung zu vy(z) = - z w,y Zwischen den Verzerrungen (Dehnungen εx, εy und Gleitung bzw. Winkeländerungen γxy) und den Verschiebungen lassen sich folgende Zusammenhänge aufstellen (siehe Bild 2.5 bzw. Grundlagen der Kontinuummechanik). Wir betrachten dazu ein im Abstand z liegendes Flächenelement dxdy mit dem Punkt P als einen Eckpunkt. Infolge der Belastung verändern sich die Seitenlängen und der ursprünglich rechte Winkel bei P. Aus diesen Veränderungen lassen sich die Verzerrungen berechnen. ________________________________ Elastische Platten 2 Grundgleichungen der Platte in kartesischen Koordinaten 8 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ Bild 2.5: Verzerrungen eines Flächenelementes im Abstand z von der Mittelfläche Die Verzerrungen (Dehnungen εx, εy und Gleitung γxy) werden unter Beachtung differentiell kleiner Verformungen (Produkte zweier differentieller Größen werden gegenüber einer differentiellen Größe vernachlässigt!) und den oben hergeleiteten Beziehungen für vx(z) und vy(z): εx = (dx + vx + vx , x dx − vx ) − dx = v = − zw, xx x ,x dx εy = (dy + v y + v y , y dy − v y − dy ) = v y , y = − zw, yy (2.4) dy v x , y dy v y , x dx γ xy = γ yx = γ 2 + γ 1 = + = v x , y + v y , x = −2 zw, xy dy dx Beachte: Für z = 0 (Plattenmittelfläche) werden die Verzerrungen Null! Die Verzerrungen der Plattenmittelfläche werden durch das Scheibenproblem erfasst, vorausgesetzt es sind entsprechende Belastungen (Belastungen in der Plattenmittelfläche) vorhanden. ________________________________ Elastische Platten 2 Grundgleichungen der Platte in kartesischen Koordinaten 9 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 2.4 Stoffgesetz Das Stoffgesetz stellt einen Zusammenhang zwischen den Verzerrungen, Temperatur- dehnungen und Spannungen her. In das Stoffgesetz gehen die das Material charakterisierenden Parameter ein. Entsprechend der Voraussetzungen soll als Stoffgesetz das Hookesche Gesetz für den ebenen Spannungszustand gelten. Damit kann folgender Zusammenhang zwischen den Verzerrungen, Temperaturdehnungen und Spannungen aufgeschrieben werden (vgl. Grundkurs zur Technischen Mechanik bzw. Grundlagen der Kontinuummechanik). εx = E 1 [ σ x −νσ y + α T ] 1 [ ε y = σ y −νσ x + α T E ] (2.5) 2(1 + ν ) τ γ xy = γ yx = τ xy = xy E G Es bedeuten: E - Elastizitätsmodul in N/mm2 = MPa ν - Querkontraktionszahl 0 ≤ ν ≤1/2 G - Schub- oder Gleitmodul in N/mm2 = MPa mit G = E/(2·(1 + ν)) -1 α - linearer Wärmeausdehnungskoeffizient in K T=T(x,y,z) - Temperaturerhöhung in K; siehe dazu Bemerkung unten! Die Gleichungen (2.5) nach den Spannungen aufgelöst lauten: σx = E [ε x + νε y ] − E 1 −ν αT 1 −ν 2 σy = E [ε y +νε x ]− 1 −Eν α T (2.6) 1 −ν 2 E τ xy = τ yx = γ xy = Gγ xy 2(1 + ν ) ________________________________ Elastische Platten 2 Grundgleichungen der Platte in kartesischen Koordinaten 10 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ Bemerkungen zur Temperaturdehnung αT : Das Temperaturglied αT darf auf Grund der Voraussetzungen (Normalenhypothese, d. h. die Querschnitte bleiben eben) maximal eine lineare Funktion von z sein. Liegt ein davon abweichender Verlauf vor, so bleibt der Querschnitt nicht mehr eben, da εx und εy einen nichtlinearen Verlauf annehmen (vgl. Gleichung (2.5)). Eine lineare Temperaturverteilung kann wie folgt beschrieben werden (Bild 2.6). Bild 2.6: Temperaturerhöhung T über die Plattendicke h Aus Bild 2.6 folgt mit t1 Temperaturerhöhung bei z = - h/2 gegenüber dem Ausgangszustand t2 Temperaturerhöhung bei z = + h/2 gegenüber dem Ausgangszustand ∆t (x, y ) = t2 − t1 t1 + t2 tm (x, y ) = (2.7) 2 z T (x, y , z ) = tm (x, y ) + ∆t (x, y ) h Die lineare Verteilung der Temperaturerhöhung über h ist in einen konstanten Anteil tm(x,y) und einen linear verlaufenden Anteil aufgeteilt . Der konstante Anteil tm beansprucht die Platte wie eine Scheibe und ruft nur Scheibenschnittgrößen (Gleichung (2.1)) hervor. Diesen Temperaturanteil betrachten wir deshalb im Folgenden nicht mehr. Er geht beim Scheibenproblem ein, da die von ihm hervorgerufenen Spannungen und Verformungen durch die Scheibenrandbedingungen bestimmt werden, über die beim Plattenproblem keine Aussagen getroffen werden. Der lineare Temperaturanteil ∆t·z/h beansprucht somit allein die Platte und geht deshalb in der Gleichung (2.5) und folgenden im Temperaturglied ein. Auch im Temperaturmoment mT (siehe Kapitel 2.5, Gleichung (2.9)) fällt der Anteil tm automatisch heraus, wenn dort über T = tm + ∆t·z/h integriert wird. Für dünne Platten können mit dieser Funktion T(x,y,z) fast alle praktischen Temperaturbelastungen behandelt werden. In vielen Fällen sind nur t1 und t2 bekannt. Über den Verlauf im Inneren der Platte sind oft keine Werte bekannt (Messung schwierig oder unmöglich; Berechnung aufwendig und zum Teil nur näherungsweise möglich). In den Fällen bleibt nur die Annahme einer linearen Temperaturverteilung übrig. ________________________________ Elastische Platten 2 Grundgleichungen der Platte in kartesischen Koordinaten 11 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 2.5 Plattendifferentialgleichung in kartesischen Koordinaten Mit den bisher aufgeschriebenen Gleichungen stehen genügend Gleichungen zur Berechnung der Unbekannten zur Verfügung. Dieser Satz von Gleichungen, bestehend aus (2.2) Schnittgrößen-Spannungsbeziehungen, (2.3b) Gleichgewichtsbedingungen, (2.4) Verzerrungs-Verformungsbeziehungen und (2.6) Stoffgesetz ist typisch für die mathematische Beschreibung mechanischer Modelle. Sie reichen bei entsprechenden Annahmen und Voraussetzungen zur Berechnung aller Unbekannten aus. Folgende Tabelle stellt die Gleichungen und die Unbekannten gegenüber: Anzahl Anzahl neuer Gleichung Gleichungen neue Unbekannte Unbekannter σ x , σ y , τ xy (2.2) die ersten 3 6 mx , m y , mxy (2.3b) 3 qx , qy 2 (2.4) 3 ε x , ε y , γ xy , w 4 (2.6) 3 - - Summe 12 12 12 Wir haben somit 12 Gleichungen für 12 Unbekannte (vgl. Tabelle oben). Von den Gleichungen (2.2) werden nur die ersten drei verwendet, da aus den letzten beiden qx und qy erst bei bekanntem τxz bzw. τyz berechnet werden können. Diese sind jedoch wegen der Voraussetzung γxz = γyz = 0 nicht aus dem Hookeschen Gesetz berechenbar, sondern es müssen dafür gesonderte Gleichgewichtsbetrachtungen angestellt werden (siehe Kapitel 2.6). Aus den Gleichungen (2.2) bis (2.6) wollen wir alle Unbekannten eliminieren, so dass eine Gleichung für die Plattenverschiebung w überbleibt, aus der dann w berechnet werden kann. Alle anderen Unbekannten sollen in Abhängigkeit von w angegeben werden (die Verzerrungen (2.4) liegen bereits als Funktionen von w vor). Wir setzen (2.4) in (2.6) ein. Wir erhalten mit Berücksichtigung von (2.7) mit tm = 0 (tm geht in das analoge Scheibenproblem ein!) die Spannungen in Abhängigkeit von w: σx = − Ez 1 −ν 2 [w, xx + νw, yy − ] 1 −E ν α ∆t hz σy = − Ez 1 −ν 2 [w, yy + νw,xx ]− 1 −E ν α ∆t hz (2.8) Ez E τ xy = τ yx = − w,xy = −2Gzw,xy mit G= 1+ ν 2(1 + ν ) ________________________________ Elastische Platten 2 Grundgleichungen der Platte in kartesischen Koordinaten 12 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ Die Spannungen verlaufen somit linear über die Plattendicke. Die Maximalbeträge der Spannungen treten bei z = ± h/2 auf. Bei z = 0 (Plattenmittelfläche) sind die Spannungen Null. Wird die Gleichung (2.8) in die ersten drei Gleichungen für die Plattenschnittgrößen (2.2) eingesetzt, so erhält man bei Beachtung von w = w(x,y) für die Schnittgröße mx: h h h [w, xx +νw, yy ] Eα∆t 2 2 2 E mx = ∫ σ x zdz = − ∫ z dz − (1 −ν )h ∫z 2 2 dz −h 1 −ν 2 − h −h 2 2 2 Eh3 [w, xx +νw, yy ]− 12Eh(1α−∆ν t) 2 mx = − 12 1 −ν ( 2 ) Mit den Abkürzungen Eh3 Biegesteifigkeit der Platte K= ( 12 1 −ν 2 ) oder Plattensteifigkeit in Nmm Eh 2α∆t mT = 12(1 −ν ) Temperaturmoment in N (2.9) α mT = K (1 + ν ) (t2 − t1 ) h mit Gleichung (2.7) wird [ mx = − K w, xx +νw, yy − mT ] In analoger Weise verfahren wir mit my und mxy. Man erhält aus (2.2): [ ] mx = − K w, xx +νw, yy − mT m y = − K [w, yy +νw, xx ]− mT (2.10) mxy = m yx = −(1 −ν )Kw, xy ________________________________ Elastische Platten 2 Grundgleichungen der Platte in kartesischen Koordinaten 13 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ Aus der zweiten Gleichung von (2.3b) folgt mit (2.10) und einer von den Koordinaten unabhängigen Plattensteifigkeit K (vgl. Voraussetzungen): q x = mx , x + mxy , y [ = − K w, xxx +νw, yyx +(1 −ν )w, xyy − mT , x ] = − K [w, xx + w, yy ], x −mT , x Analog erhalten wir aus der dritten Gleichung von (2.3b) mit (2.10): [ q y = − K w, xx + w, yy , y −mT , y ] Mit der Abkürzung ∆(w) = (w), xx +(w), yy Delta- (Laplace-) Operator (2.11) werden die Querkräfte q x = − K (∆w), x − mT , x (2.12) q y = − K (∆w), y −mT , y Setzen wir nun die Gleichungen (2.12) in die erste Gleichung von (2.3b) ein, so folgt: − K (∆w), xx − mT , xx − K (∆w), yy − mT , yy + pn ( x, y ) = 0 und mit (vgl. Gleichung 2.11) ∆∆(w) = (w), xxxx +2w, xxyy +(w), yyyy (2.13) die Plattendifferentialgleichung für die Verformung w(x,y) pn (x, y ) ∆mT (x, y ) ∆∆(w) = − (2.14) K K Die Plattendifferentialgleichung (2.14) ist eine lineare, inhomogene, partielle Differentialgleichung 4. Ordnung (inhomogene Bipotentialgleichung). Es gilt nun Lösungsfunktionen (mit maximal 8 Integrationskonstanten) der Plattendifferentialgleichung (2.14) zu finden, die nicht nur die Differentialgleichung, sondern auch durch entsprechende Festlegung der Integrationskonstanten die Randbedingungen des jeweiligen Problems erfüllen. ________________________________ Elastische Platten 2 Grundgleichungen der Platte in kartesischen Koordinaten 14 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ Da die Plattendifferentialgleichung (2.14) wie die Bipotentialgleichung (∆∆F(x,y) = 0) für die Airysche Spannungsfunktion F(x,y) des Scheibenproblems aufgebaut ist, können Lösungen für die Spannungsfunktion F auch als homogene Lösungen der Plattendifferentialgleichung verwendet werden. Ist die Lösung von (2.14) bekannt, so sind mit den Gleichungen (2.10) und (2.12) die Schnittgrößen und mit der Gleichung (2.8) die Spannungen σx, σy und γxy berechenbar. Die Spannungen σz, τxz und τyz müssen im Bedarfsfall wegen der getroffenen Voraussetzungen aus gesonderten Gleichgewichtsbedingungen berechnet werden (siehe Kapitel 2.6). 2.6 Spannungen in Abhängigkeit von den Schnittgrößen Wie aus der Balkentheorie bekannt, wollen wir auch für die Platte die Spannungen durch die Schnittgrößen ausdrücken. Mit den Schnittgrößen (2.10) folgt aus (2.8) mit mT nach (2.9) für die Spannungen: E z 12 z (mx + mT ) − 12 σx = a ∆t = 3 mx z h 3 1 −ν h h 12 σ y = 3 z m y + mT − E 1 −ν ( z 12 a ∆t = 3 m y z h h ) (2.15) h 12 τ xy = 3 z mxy h Die Spannungen σx, σy und γxy sind bei z = 0 Null und linear über die Plattendicke verteilt. Maximale Spannungsbeträge treten an den Plattenrändern bei z = ± h/2 auf. Analogie zur Balkentheorie: Die Spannungsverteilung und die Berechnung der Plattenspannungen σx und σy sind mit der des Biegebalkens zu vergleichen. Nach der Balkentheorie gilt: M by σx = z I yy Mby bh 3 mit mx = , I yy = y b 12 h Mby mxb 12 wird σ x = z= zmx = σ x für die Platte. bh 3 h3 z 12 ________________________________ Elastische Platten 2 Grundgleichungen der Platte in kartesischen Koordinaten 15 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ Berechnung der Spannungen τxz , τyz und σz : Diese Spannungen lassen sich infolge der Voraussetzungen nicht aus den obigen Grundgleichungen berechnen. Dazu müssen gesonderte Gleichgewichtsbedingungen an einem Volumenelement der Platte mit den Abmessungen dxdydz aufgeschrieben werden. Diese lauten (vgl. Grundlagen der Kontinuummechanik): σ x , x +τ xy , y +τ xz , z + Fx = 0 τ xy , x +σ y , y +τ yz , z + Fy = 0 (2.16) τ xz , x +τ yz , y +σ z , z + Fz = 0 mit Fx , Fy , Fz .... auf das Volumen dxdydz bezogene Kräfte in x-, y- bzw. z-Richtung (z. B. aus Eigengewicht, Fliehkraft usw.). Aus der ersten Gleichung von (2.16) folgt mit (2.8) τ xz , z = −σ x , x −τ xy , y − Fx τ xz , z = Ez [w, xxx +νw, yyx ]+ 1Ez +ν ⎛ E w, xyy +⎜ 1 −ν z⎞ α∆t ⎟, x - Fx 1 −ν 2 h ⎝ ⎠ τ xz , z = Ez (∆w), x +⎛⎜ E z⎞ α∆t ⎟, x − Fx 1 −ν 2 ⎝ 1 −ν h⎠ und mit (2.12) und mT nach (2.9) τ xz , z = 12 z (− qx − mT , x ) + ⎛⎜ E z⎞ α∆t ⎟, x − Fx h 3 ⎝ 1 −ν h⎠ 12 z τ xz , z = − 3 q x − Fx h Wird die letzte Gleichung über z integriert, so erhält man: 6z 2 τ xz = − q x − ∫ Fx dz + c1( x , y ) . (2.17) h3 In analoger Weise folgt τyz aus der zweiten Gleichung von (2.16): 6z2 τ yz = − q y − ∫ Fy dz + c2 (x, y ) (2.18) h3 Die dritte Gleichung von (2.16) liefert mit (2.17) und (2.18): σ z , z = −τ xz , x −τ yz , y − Fz ________________________________ Elastische Platten 2 Grundgleichungen der Platte in kartesischen Koordinaten 16 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ σz = (qx , x +q y , y )+ ∫∫ (Fx , x + Fy , y ) dzdz − 2z3 h3 − ∫ Fz dz − ∫ (c1 , x + c2 , y )dz + c3 (x, y ) Mit der ersten Gleichung von (2.3b) folgt: σz = − 2z3 ( pn ( x, y ) + ∫∫ Fx , x + Fy , y dzdz − ) h3 (2.19) ( − ∫ Fz dz − ∫ c1 , x + c2 , y dz + c3 (x, y ) ) Mit (2.17) bis (2.19) sind auch die Spannungen in z-Richtung berechenbar. Die Integrationskonstanten c1 bis c3 müssen aus Randbedingungen bestimmt werden. Die Schubspannungen zeigen (wie beim Balken) einen quadratischen Verlauf über z, während die Spannung σz einen kubischen Verlauf annimmt. ________________________________ Elastische Platten 2 Grundgleichungen der Platte in kartesischen Koordinaten 17 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 2.7 Randbedingungen Die Lösung der Plattendifferentialgleichung (2.14) kann 8 Integrationskonstanten enthalten, da es sich um eine partielle Differentialgleichung 4. Ordnung handelt. Diese müssen so bestimmt werden, dass die Randbedingungen des jeweils vorliegenden Plattenproblems erfüllt werden. Mit drei Randschnittgrößen (Biegemoment, Drillmoment und Querkraft) an jedem Rand ist z. B. bei einer Rechteckplatte die vollständige Erfüllung der Randbedingungen für die Randschnittgrößen an allen vier Rändern im Allgemeinen (Ausnahmen: spez. Rand- bedingungen, vgl. z. B. eingespannten Rand und rotationssymmetrisch belastete und gelagerte Kreisplatte, vgl. Kapitel 5.1) nicht möglich (8 Integrationskonstanten ≠ 12 Schnittgrößen an den vier Rändern). Das bedeutet: Es lassen sich an einem Rand nur zwei Randbedingungen streng erfüllen! Diese Tatsache hängt mit den getroffenen Vereinfachungen bzw. Annahmen (Vernachlässigung der Querkraftschubverzerrungen) zusammen, die dazu führen, dass die Lösung der Bipotentialgleichung (2.14) nur zwei Bedingungen für w bzw. deren Ableitungen (und damit auch nur für zwei Randschnittgrößen) an einem Rand zu erfüllen erlaubt. Bei der Herleitung der Plattendifferentialgleichung (2.14) über die Variation des elastischen Potentials kann ebenfalls gezeigt werden, dass an einem Rand der Platte nur zwei Randbedingungen aufgeschrieben werden können. Die Ersatzquerkräfte: Das oben beschriebene Problem löst man, indem zwei Schnittgrößen (Drillmoment und Querkraft) zu einer Ersatzquerkraft zusammengefasst werden und die Randbedingung für diese Ersatzquerkraft formuliert wird. Bild 2.7 verdeutlicht die Zusammenfassung der Schnittgrößen qx und mxy an einem Rand x = konst. Bild 2.7: Bildung der Ersatzquerkraft q x Aus dem auf die Länge dy bezogenen Drillmoment mxy wird ein resultierendes Moment gebildet, welches dann in ein äquivalentes Kräftepaar im Abstand dy zerlegt wird. Die so entstehenden Kräfte werden zu resultierenden Kräften mxy,ydy in positiver z-Richtung zusammengefasst. Diese resultierenden Kräfte beziehen wir auf eine Länge von dy und können sie nun wiederum mit den ebenfalls auf dy bezogenen Querkräften qx zu einer Ersatzquerkraft q x zusammenfassen: q x = q x + mxy , y Analog folgt für den Rand y = konst : (2.20) q y = q y + mxy , x ________________________________ Elastische Platten 2 Grundgleichungen der Platte in kartesischen Koordinaten 18 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ bzw. mit (2.10) und (2.12) [ ] q x = − K w, xxx + (2 −ν )w, xyy − mT , x q y = − K [w, yyy +(2 −ν )w, xxy ]− mT , y (2.21) Mit der so gebildeten Ersatzquerkraft kann - statt zwei Randbedingungen für die Querkraft und das Drillmoment aufzuschreiben - „ersatzweise“ eine Randbedingung für die Ersatzquerkraft formuliert werden. Diese Vorgehensweise berücksichtigt die realen Randbedingungszustände recht gut. Die Ungenauigkeiten klingen nach dem Prinzip von Saint Venant schnell ab. Besonderheit an einer Plattenecke: An einer Plattenecke verbleiben infolge x der oben beschriebenen Aufteilung der y x Drillmomente in Kräftepaare zwei z Einzelkräfte mxy bzw. myx , die sich myx mxy nicht mit der eines Nachbarbereichs der Breite dy aufheben können (siehe nebenstehendes Bild). Sie addieren mxy-mxy,ydy myx-myx,xdx sich an einer Ecke zu der Eckkraft FE (positiv in z-Richtung): myx,xdx mxy,ydy FE = - (mxy + myx) FE=-(mxy+myx) FE = - 2mxy für mxy = myx • Die Eckkraft FE verursacht bei einer gelenkigen Lagerung der Ränder (mxy = myx ≠ 0) eine entsprechende Änderung der Lagerreaktion an der Ecke um FE. • Bei Einspannung der Ränder tritt wegen mxy = myx = 0 keine zusätzliche Eckkraft FE auf. • Ist die Ecke und der angrenzende Bereich völlig frei, so müsste an der Ecke neben mx = 0, my = 0 und q x = 0 auch FE = - 2mxy = 0 gelten, da an der Ecke keine Auflagereinzelkraft entstehen kann. Im Folgenden sollen für einige typische Lagerungen einer Platte die Randbedingungen angegeben werden. a) Eingespannter Rand bei x = konst : x 1. w (x = konst) = 0 z x 2. w,x (x = konst) = 0 y Aus 1. und 2. folgt für diesen Rand auch: w,y = 0, w,yy = 0, w,xy = 0 und damit auch mxy = 0 bzw. q x = q x ________________________________ Elastische Platten 2 Grundgleichungen der Platte in kartesischen Koordinaten 19 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ b) Frei drehbar gelagerter Rand bei x = konst : x 1. w (x = konst) = 0 z x 2. mx (x = konst) = 0 bzw. mit (2.10) y - K(w,xx + νw,yy) - mT = 0 Aus 1. folgt für diesen Rand auch: w,y = w,yy = 0 Damit kann man die 2. Randbedingung auch in der Form - Kw,xx - mT = 0 aufschreiben. Beachte: Im Allgemeinen gilt hier w,xy ≠ 0 und damit auch mxy ≠ 0 ! c) Der freie Rand bei x = konst : Theoretisch müssten an einem freien Rand bei x = konst. die drei Schnittgrößen mx, qx und mxy identisch Null sein. Da aber nur zwei Randbedingungen an einem Rand formuliert werden können, fassen wir die Querkraft und das Drillmoment zur Ersatzquerkraft zusammen und schreiben für diese die Randbedingung auf. 1. mx (x = konst) = 0 2. q x (x = konst ) = 0 bzw. mit (2.10) und (2.21) 1. - K[w,xx + νw,yy] - mT = 0 2. - K[w,xxx - (2 - ν)w,xyy] - mT,x = 0 d) Der mit Randschnittgrößen belastete Rand bei x = konst : dx m0 x m0 x mx z z q0 qx q0 1. mx (x = konst) = m0 2. q x (x = konst ) = q0 ________________________________ Elastische Platten 2 Grundgleichungen der Platte in kartesischen Koordinaten 20 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ e) Der elastisch gelagerte Rand bei x = konst : dx y x cy x m0 = cyw,x(x=konst) mx c z, w qx q0 = cw(x=konst) z, w 1. mx (x = konst ) = m0 = c y w, x (x = konst ) 2. q x (x = konst ) = − q0 = −cw(x = konst ) Hinweis: - Die Federzahlen der elastischen Lagerung sind auf die Länge dy bezogene diskrete Federzahlen. Ihre Dimensionen sind somit: c .... N/mm2 cy .... N . - Elastische Lagerungen können auch biege- und torsionssteife Randbalken sein. ________________________________ Elastische Platten 3 Ausgewählte Lösungen der Plattengleichung in kartesischen Koordinaten 21 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 3 Ausgewählte Lösungen der Plattengleichung in kartesischen Koordinaten Gelingt es, die Plattengleichung (2.14) unter Berücksichtigung der Randbedingungen geschlossen zu integrieren, so erhält man eine strenge Lösung des Problems. Dies ist aber nur für Sonderfälle möglich (siehe z. B. Kapitel 3.1 Plattenstreifen). Häufig werden inhomogene Differentialgleichungen durch Überlagerung einer partikulären Lösung wp und einer homogenen Lösung wh aufgeschrieben: w(x,y) = wp(x,y) + wh(x,y). Die partikuläre Lösung wp ist eine spezielle Lösung der inhomogenen Differentialgleichung (sie erfasst den Einfluss der kontinuierlichen Belastungen pn(x,y) und mT(x,y), muss aber keine Randbedingungen erfüllen). Die homogene Lösung wh ist eine Lösung der homogenen Differentialgleichung mit entsprechenden Integrationskonstanten. Die Integrationskonstanten müssen dann so bestimmt werden, dass die Gesamtlösung alle Randbedingungen erfüllt. Hinweis: Da die homogene Plattendifferentialgleichung (∆∆w = 0) wie die Scheiben- gleichung (∆∆F = 0) aufgebaut ist, lassen sich die Lösungen dieser Scheibendifferentialgleichung als homogene Lösung des Plattenproblems verwenden. 3.1 Plattenstreifen Definition: Als Plattenstreifen bezeichnen wir eine Platte mit zwei parallelen Rändern im Endlichen und zwei Rändern im Unendlichen. Eine solche Platte ist hinsichtlich der Ränder im Unendlichen eine Idealisierung, die jedoch für eine reale Rechteckplatte im mittleren Bereich (ein Stück von den Rändern im „Unendlichen“ weg) gute Ergebnisse liefern kann. Außerdem kann die Lösung des Plattenstreifens als partikuläre Lösung für eine Reihe von gleichbelasteten und an zwei parallelen Rändern gleich gelagerten Rechteckplatten benutzt werden (siehe z. B. Kapitel 3.2 Plattenhalbstreifen und Kapitel 3.3 Rechteckplatte mit ...). l l pn(x) z x h mT(x) pn(x), mT(x) y x y Lagerung beliebig, aber unabhängig von y z, w Bild 3.1: Plattenstreifen ________________________________ Elastische Platten 3 Ausgewählte Lösungen der Plattengleichung in kartesischen Koordinaten 22 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ Annahme: Im Folgenden wollen wir annehmen, dass die Belastung und die Lagerung des Plattenstreifens unabhängig von y (Längsrichtung) sind (vgl. Bild 3.1). Im Falle einer allgemeineren Belastung oder Lagerung wird bereits die Berechnung eines Plattenstreifens recht aufwendig (siehe z. B. Girkmann, „Flächentragwerke"). Wegen der obigen Annahme werden die Verschiebung w und die Schnittgrößen nur noch Funktionen von x. Alle Ableitungen nach y in der Plattendifferentialgleichung (2.14) und den Schnittgrößen (2.10) und (2.11) werden Null. Wir erhalten damit aus diesen Gleichungen: pn (x ) mT (x ), xx ∆∆w(x ) = w(x ), xxxx = − (3.1) K K und mx = − Kw, xx −mT = − K (w p , xx + c1 x + c2 ) − mT m y = − Kνw, xx − mT = − Kν (w p , xx + c1 x + c2 ) − mT mxy = m yx = 0 (3.2) q x = − Kw, xxx −mT , x = − K (w p , xxx + c1 ) − mT , x qy = 0 Die Differentialgleichung (3.1) für den Plattenstreifen ist mathematisch identisch mit der Differentialgleichung 4. Ordnung für den Biegebalken. Bezüglich der Integration gilt folglich alles das, was vom Biegebalken bekannt ist. Sind pn(x) und mT(x),xx integrierbare Funktionen, kann w(x) durch direkte Integration von (3.1) ermittelt werden. Die in jedem Integrationsbereich anfallenden vier Integrationskonstanten werden aus den Rand- und Übergangsbedingungen bestimmt. Besteht der Plattenstreifen zwischen den Lagern aus mehreren Bereichen (unterschiedliche Belastungsfunktionen in x-Richtung, mehrere diskrete Belastungen), so kann eine Reihenentwicklung dieser Belastungen (z. B. in eine einfach zu integrierende Fourierreihe) über die Plattenstreifenbreite l eine wesentliche Vereinfachung bringen, da damit nur ein Integrationsbereich zu berücksichtigen ist (siehe dazu Beispiel 2). Analogie zur Theorie des Biegebalkens: Aus einem Plattenstreifen (Bild 3.2, links) schneiden wir einen Streifen der Breite b heraus. Nun betrachten wir den Plattenstreifen als analogen Balken mit den gleichen Abmessungen, Belastungen und Lagerungen (Bild 3.2, rechts). l l q(x) z, wPlatte x b EIyy y y x pn(x) z, wBalken Dicke h Platte Balken Bild 3.2: Analogie Plattenstreifen - Biegebalken ________________________________ Elastische Platten 3 Ausgewählte Lösungen der Plattengleichung in kartesischen Koordinaten 23 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ Für den Balken gilt die Balkendifferentialgleichung 4. Ordnung in der Form (siehe Grundkurs „Technische Mechanik“): q( x ) w Balken , xxxx = EI yy bh3 mit q(x ) = pn (x )b , I yy = 12 Damit wird: q(x ) 12 pn (x ) wBalken , xxxx = = EI yy Eh3 Für den Plattenstreifen gilt nach (3.1) mit (2.9): pn (x ) 12 pn (x ) wPlatte , xxxx = K = Eh 3 1 −ν 2 ( ) Ein Vergleich der Differentialgleichungen für den Balken und den Plattenstreifen zeigt, dass sie sich lediglich um den Faktor (1-ν2) auf der rechten Seite unterscheiden. Das bedeutet, dass sich auch die Verschiebungen um diesen Faktor unterscheiden. Für sie gilt: wPlatte = wBalken 1 −ν 2 ( ) (3.3) Die geringere Verformung w der Platte erklärt sich daraus, dass im Gegensatz zum Balken die Querdehnungen (hier Dehnungen in y-Richtung) beider Platte behindert sind. Die Platte ist deshalb etwas steifer. Mit verschwindender Querdehnung (ν = 0) werden beide Verschiebungen gleich groß. ________________________________ Elastische Platten 3 Ausgewählte Lösungen der Plattengleichung in kartesischen Koordinaten 24 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ Beispiel 1: l p0 Für den abgebildeten Plattenstreifen soll die Verformung w ermittelt werden. Geg.: p0, l, E, h, ν y x 1. Variante: z, w Als 1. Variante soll die Lösung durch direkte Integration der Differentialgleichung (3.1) für den Plattenstreifen ermittelt werden. Für die vorgegebene Belastung (pn(x) = p0, mT = 0) folgt aus (3.1) und Integration über x: p0 Eh3 w, xxxx = K mit K= ( 12 1 − ν 2 ) p0 w, xxx = x + c1 K p w, xx = 0 x 2 + c1x + c2 2K p 1 w, x = 0 x3 + c1x 2 + c2 x + c3 6K 2 p 1 1 w = 0 x 4 + c1x 3 + c2 x 2 + c3 x + c4 24 K 6 2 Die Integrationskonstanten bestimmen wir aus den vier Randbedingungen: 1. w(x = 0) = 0 3. w(x = l) = 0 2. mx(x = 0) = - Kw,xx(x = 0) = 0 4. w,x(x = l) = 0 Es folgt: 3 p0l p0l 3 c1 = − c3 = 8K 48 K c2 = 0 c4 = 0 Das liefert für die Verschiebung w des Plattenstreifens: p0l 4 ⎡ ⎛ x ⎞ x⎤ 4 3 ⎛ x⎞ w= ⎢2⎜ ⎟ − 3⎜ ⎟ + ⎥ 48 K ⎢ ⎝ l ⎠ ⎝l⎠ l⎥ ⎣ ⎦ Mit dieser Lösung für die Verschiebung w können die Schnittgrößen nach (3.2.) und dann die Spannungen entsprechend Kapitel 2.6 berechnet werden. ________________________________ Elastische Platten 3 Ausgewählte Lösungen der Plattengleichung in kartesischen Koordinaten 25 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 2. Variante: Als 2. Variante soll die Lösung unter Ausnutzung der Analogie zwischen Plattenstreifen und Biegebalken ermittelt werden. Diese Herangehensweise ist natürlich nur dann eine Vereinfachung, wenn die Lösung für den analogen Biegebalken bekannt ist (Tabellen, Nachschlagewerke, usw.). Ist dies nicht der Fall, so kann gleich nach der ersten Variante gerechnet werden, da die gleichen Rechenschritte zur Ermittlung der analogen Balkenlösung notwendig sind. Wir nehmen an, dass die Lösung für die Balkenverschiebung l q0 des nebenstehend abgebildeten analogen Biegebalkens aus einem Tabellenwerk entnommen werden kann. Man findet dann folgende Lösung: E,h,b y q l4 ⎡ ⎛ x ⎞ x⎤ x 4 3 ⎛x⎞ wBalken = 0 ⎢ 2⎜ ⎟ − 3⎜ ⎟ + ⎥ z, wBalken 48 EI yy ⎢ ⎝ l ⎠ ⎝l⎠ l⎥ ⎣ ⎦ Nach (3.3) muss dann für die Verformung w des Plattenstreifens gelten: w = wBalken 1 − ν ( 2 ) = ( q0l 4 1 − ν 2 ⎡ ⎛ x ⎞ 4 ) ⎛ x⎞ ⎢2⎜ ⎟ − 3⎜ ⎟ + 3 x⎤ ⎥ 48 EI yy ⎢ ⎝ l ⎠ ⎝l⎠ l⎥ ⎣ ⎦ bh3 Es bedeuten: q0 = p0b , I yy = 12 Setzen wir q0 und Iyy in die obige Lösung ein, so folgt genau die Lösung nach der 1. Variante: p0l 4 ⎡ ⎛ x ⎞ x⎤ 4 3 ⎛ x⎞ w= ⎢2⎜ ⎟ − 3⎜ ⎟ + ⎥ 48 K ⎢ ⎝ l ⎠ ⎝l⎠ l⎥ ⎣ ⎦ Zu dieser Lösung für den Plattenstreifen wären wir auch gekommen, wenn wir in der allgemeinen Balkenlösung gleich folgende Substitution vorgenommen hätten: q0 p ⇒ 0 EI yy K ________________________________ Elastische Platten 3 Ausgewählte Lösungen der Plattengleichung in kartesischen Koordinaten 26 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ Beispiel 2: lx Wir betrachten einen Plattenstreifen, der in x-Richtung mehrere Belastungsbereiche aufweist (z. B. ein Bereich ohne Flächenlast pn(x) und ein Bereich mit Flächenbelastung pn(x) und zusätzlich eine Temperaturbelastung mT(x) in beiden Bereichen). Die mT(x) Berechnung des Plattenstreifens nach Beispiel 1, Variante 1 y würde eine bereichsweise Integration der Plattendifferen- x z, w tialgleichung mit jeweils vier Integrationskonstanten in jedem Bereich erfordern. Aus einer entsprechenden Anzahl von Rand- und Übergangsbedingungen müssten die Integrationskonstanten bestimmt werden. Diese Berechnung kann recht aufwendig werden. Durch eine geeignete Reihenentwicklung der gesamten Belastung (hier pn(x) und mT(x)) in x-Richtung kann die gesamte Belastung für den Bereich 0 ≤ x ≤ lx durch eine einzige Funktion p(x) darstellt werden. Auch diskrete Belastungen lassen sich durch Grenzwertbetrachtungen berücksichtigen. Damit kann man mehrere Integrationsbereiche auf einen Integrationsbereich reduzieren, was eine erhebliche Vereinfachung bedeutet. Auch im Hinblick auf nachfolgende Beispiele wählen wir für die Fourierreihe eine antimetrischer Fortsetzung und entwickeln die Belastung als ungerade Funktion zu x = 0 mit einer Periodenlänge von 2lx (siehe folgendes Bild). lx lx pn(x) mT(x) y x z Mit diesen Annahmen folgt für die Fourierreihenentwicklung der Belastungen (vgl. mathematische Literatur bzw. Anhang A1 Fourierreihenentwicklungen): ∞ lx mπ pn ( x ) ≅ ∫ pn (x ) sin α m xdx 2 ∑ pn m sin α m x mit pn m = lx und α m = lx m =1 0 ∞ lx mT (x ) ≅ mT (x ) sin α m xdx 2 ∑ mT m sin α m x mit mTm = l x ∫0 m =1 (3.4) ∑ ( pn ) ∞ p(x ) = pn (x ) − mT (x ), xx ≅ m + α m2 mTm sin α m x m =1 ∞ p (x ) ≅ ∑ pm sin α m x mit pm = pnm + α m2 mTm m =1 Mit den Reihenentwicklungen und den Abkürzungen nach (3.4) kann die Differentialgleichung des Plattenstreifens (3.1) vereinfacht wie folgt aufgeschrieben werden: pn (x ) mT (x ), xx p( x ) 1 ∞ w, xxxx = K − K = K = K ∑ pm sin α m x (3.5) m =1 ________________________________ Elastische Platten 3 Ausgewählte Lösungen der Plattengleichung in kartesischen Koordinaten 27 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ Die Integration dieser Differentialgleichung ist einfach und liefert: ∞ 1 p w, xxx = − K ∑ α m cos α m x + c1 m =1 m 1 ∞ pm w, xx = − ∑ K m =1α m 2 sin α m x + c1x + c2 1 ∞ pm 1 w, x = ∑ K m =1α m 3 cos α m x + c1x 2 + c2 x + c3 2 1 ∞ pm 1 1 w= ∑ K m =1α m 4 sin α m x + c1x 3 + c2 x 2 + c3 x + c4 6 2 (3.6) wp wh Den ersten Lösungsanteil kann man auch als partikuläre und den zweiten Lösungsanteil als homogene Lösung der Plattendifferentialgleichung interpretieren. Die Integrationskonstanten bestimmen wir aus den vier Randbedingungen: 1. w(x = 0) =0 2. mx(x = 0) = - Kw,xx(x = 0) - mT(x = 0) = 0 3. w(x = lx) =0 4. mx(x = lx) = - Kw,xx(x = lx) - mT(x = lx) = 0 Mit der Reihenentwicklung von mT (vgl. Gleichung 3.4) werden mT(x = 0) = mT(x = lx) = 0 und es folgt für die Integrationskonstanten: c1= c2 = c3 = c4 = 0 Damit erhält man für die Verschiebung w des Plattenstreifens die einfache Lösung: ∞ 1 p w= K ∑ α m4 sin α m x (3.7) m =1 m Diese einfache Lösung erhält man durch die spezielle Form der Reihenentwicklungen für die Belastungen pn(x) und mT(x). Die partikuläre Lösung wp für die so entwickelten Belastungen erfüllt bereits alle vier obigen Randbedingungen, da auch mT(x = 0) und mT(x = lx) Null werden. ________________________________ Elastische Platten 3 Ausgewählte Lösungen der Plattengleichung in kartesischen Koordinaten 28 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 3.2 Plattenhalbstreifen Definition: Als Plattenhalbstreifen bezeichnen wir eine Platte mit zwei parallelen Rändern im Endlichen, einem Querrand im Endlichen und einem Querrand im Unendlichen. Eine solche Platte ist hinsichtlich des einen Querrandes im Unendlichen eine Idealisierung, die jedoch für eine reale Rechteckplatte im Bereich des Querrandes der im „Endlichen“ liegt (ein Stück von den Querrand im „Unendlichen“ weg) gute Ergebnisse liefert. Mit wachsender Entfernung vom Querrand im „Endlichen“ nähert sich die Lösung des Plattenhalbstreifens der des Plattenstreifens an, da die von diesem Querrand ausgehenden Störungen abklingen. Die Plattenverschiebung w ist jetzt eine Funktion von x und y. Es gilt die allgemeine Platten- differentialgleichung (2.14). Deren Lösung kann allgemein in der Form w(x,y) = wp + wh aufgeschrieben werden. Auf Grund der Ähnlichkeit zum Plattenstreifen, kann als partikuläre Lösung wp die Lösung des gleichbelasteten und gelagerten Plattenstreifens verwendet werden. Diese erfüllt bereits die vollständige Plattengleichung (2.14) und die Randbedingungen an den parallelen Rändern. Für die homogene Lösung würde sich ein Produktansatz aus einer vorgegebenen Funktion von x und einer unbekannten Funktion von y derart anbieten, dass möglichst wieder die Randbedingungen an den parallelen Rändern erfüllt werden. Die Freiwerte der unbekannten Funktion von y müssen dann aus den Randbedingungen am Querrand bestimmt werden. Einen derartigen Lösungsansatz für allgemeine Belastungen und Lagerungen zu finden, ist wie auch schon für den Plattenstreifen nicht einfach. Deshalb sollen folgende Annahmen getroffen werden. Annahme: Im Folgenden wollen wir annehmen, dass die Belastung und die Lagerung des Plattenhalbstreifens unabhängig von y (Längsrichtung) sind (vgl. Bild 3.3). z x Querrand beliegig gelagert l pn(x) y pn(x), mT(x) h mT(x) y x l z, w Bild 3.3: Plattenhalbstreifen ________________________________ Elastische Platten 3 Ausgewählte Lösungen der Plattengleichung in kartesischen Koordinaten 29 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ Beispiel: Plattenhalbstreifen mit gelenkig gelagerten Längsrändern Gegeben: Plattenhalbstreifen nach Bild 3.3 Gesucht: Verschiebung w Die Lösung setzen wir, wie oben beschrieben, aus einer partikulären Lösung und einer homogenen Lösung zusammen. Für die partikuläre Lösung können wir die des gleichbelasteten und gelagerten Plattenstreifens (3.7) verwenden, welche die vollständige Differentialgleichung (2.14) und bereits die Randbedingungen an den Rändern x = 0 und x = lx erfüllt. Es wird: 1 ∞ p w p = ∑ m4 sin α m x K m =1α m Für die homogene Lösung machen wir einen Produktsummenansatz zweier Funktionen in der Form: ∞ ∑ f m ( y )sin α m x 1 wh = (3.8) K m =1 Dieser Ansatz erfüllt (wegen der Funktion sinαmx) ebenfalls die Randbedingungen an den Rändern x = 0 und x = lx. Er muss aber auch die homogene Plattendifferentialgleichung (2.14) ∆∆w(x,y) = 0 erfüllen. Den Ansatz für wh setzen wir deshalb in die homogene Platten- differentialgleichung ein und erhalten eine neue Differentialgleichung für die noch unbekannte Funktion fm(y) für jedes m der Reihe: f m ( y ), yyyy −2α m 2 f m ( y ), yy +α m 4 f m ( y ) = 0 Wir erhalten eine gewöhnliche Differentialgleichung (Sinn und Zweck des obigen Produktansatzes) für die Funktion fm (y), die mit dem Ansatz f m ( y ) = cm e λy auf die charakteristische Gleichung λ4 − 2α m2 λ2 + α m4 = 0 führt, die die Doppellösungen λ1, 2 = α m , λ3,4 = −α m besitzt. Damit erhalten wir für die Funktion fm (y): f m ( y ) = (c1m + c2mα m y )e −α m y + (c3m + c4mα m y )e +α m y (3.9) Aus den Integrationskonstanten c2 und c4 wurde der Faktor αm herausgezogen, damit alle Konstanten die gleiche Dimension bekommen. Die homogene Lösung (3.8) wird mit (3.9): ∑ [(c1m + c2mα m y )e−α ] ∞ wh (x, y ) = + (c3m + c4 mα m y )e +α m y sin α m x 1 my K m =1 ________________________________ Elastische Platten 3 Ausgewählte Lösungen der Plattengleichung in kartesischen Koordinaten 30 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ Die Gesamtlösung, die Summe aus partikulärer und homogener Lösung, wird schließlich: ∞ ⎡ p ⎤ w(x, y ) = ∑ ⎢α m4 + (c1m + c2mα m y )e−α + (c3m + c4mα m y )e +α m y ⎥ sin α m x 1 my (3.10) K ⎢ m m =1⎣ ⎦⎥ Die vier Integrationskonstanten in (3.10) müssen aus den noch nicht berücksichtigten Randbedingungen an den Querrändern ermittelt werden. Damit kann diese allgemeine Lösung auch für eine Rechteckplatte mit zwei gelenkig gelagerten parallelen Längsrändern und zwei Querrändern verwendet werden, wenn die Integrationskonstanten aus den konkreten 2x2 Randbedingungen an den Querrändern ermittelt werden. Für den hier betrachteten Plattenhalbstreifen sind die Randbedingungen am Querrand im Unendlichen (y ⇒ ∞) nicht bekannt. Bekannt ist aber, dass mit wachsendem y die Verschiebung w endlich bleiben muss. Das bedeutet, dass für jeden Plattenhalbstreifen die Konstanten c3m = c4m = 0 sein müssen. Damit folgt als allgemeine Lösung für den an den Längsrändern gelenkig gelagerten Plattenhalbstreifen: ∞ ⎡ p ⎤ w(x, y ) = ∑ ⎢α m4 + (c1m + c2mα m y )e−α 1 my ⎥ sin α m x (3.11) K ⎢ m m =1⎣ ⎦⎥ Die Integrationskonstanten c1m und c2m müssen noch aus den Randbedingungen am Querrand y = 0 bestimmt werden. Für das Beispiel nach Bild 3.3 lauten diese: 1. w (y = 0) = 0 2. my (y = 0) = 0 Daraus folgen die Integrationskonstanten und die Verschiebung w zu: pm c1m = 2c2m = − mit α m , pm nach (3.4) αm4 ∞ p ⎡ ⎛ ⎞ ⎤ w(x, y ) = 1 1 K ∑ α m4 ⎢1 − ⎜⎝1 + 2 α m y ⎟⎠ e−α my ⎥ sin α m x m =1 m ⎣ ⎦ Wie man deutlich erkennen kann, geht mit lim y e −α m y =0 ( ) y →∞ die Lösung für den Plattenhalbstreifen mit y ⇒ ∞ in die des Plattenstreifens (3.7) bzw. die partikuläre Lösung über. ________________________________ Elastische Platten 3 Ausgewählte Lösungen der Plattengleichung in kartesischen Koordinaten 31 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 3.3 Rechteckplatte mit gelenkig gelagertem Randpaar (Lösung nach Levy / Nadai) Annahme: Im Folgenden wollen wir annehmen, dass die Belastung der Rechteckplatte unabhängig von y (Längsrichtung) ist und zwei parallele Ränder gelenkig gelagert sind. Die Lagerung der Querränder kann weitestgehend beliebig sein (vgl. Bild 3.4). z x lx y pn(x) ly h Randlagerung mT(x) beliebig y x z, w lx Bild 3.4: Rechteckplatte mit gelenkig gelagertem Randpaar Die Plattenverschiebung w ist wieder eine Funktion von x und y. Es gilt die allgemeine Plattendifferentialgleichung (2.14). Deren Lösung kann allgemein in der Form w(x,y) = wp + wh aufgeschrieben werden. Auf Grund der Ähnlichkeit zum Plattenstreifen und Plattenhalbstreifen, kann zunächst wie beim Plattenhalbstreifen mit gelenkig gelagerten Längsrändern (siehe Beispiel zu Kapitel 3.2) an die Lösung herangegangen werden. Alle Aussagen und Formeln zum Plattenhalbstreifen, bis einschließlich der allgemeinen Lösung (3.10) für w, gelten auch hier. Für die Verschiebung der Rechteckplatte gilt somit (siehe Gleichung 3.10): ∞ ⎡ p ⎤ w(x, y ) = ∑ ⎢α m4 + (c1m + c2mα m y )e−α + (c3m + c4mα m y )e +α m y ⎥ sin α m x 1 my (3.12) K ⎢ m m =1⎣ ⎦⎥ Mit der Funktion fm(y) (vgl. Gleichung 3.9), die häufig auch in Hyperbelfunktionen umgewandelt wird (beachte: die Integrationskonstanten beider Formen von fm(y) sind unterschiedlich!), f m ( y ) = (c1m + c2mα m y )e −α m y + (c3m + c4mα m y )e +α m y f m ( y ) = C1m cosh α m y + C2mα m y sinh α m y + (3.13) + C3m sinh α m y + C4mα m y cosh α m y kann (3.12) vereinfacht in der Form ________________________________ Elastische Platten 3 Ausgewählte Lösungen der Plattengleichung in kartesischen Koordinaten 32 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ ∞ ⎡ p ⎤ w(x, y ) = ∑ ⎢α m4 + f m ( y )⎥ sinα m x 1 (3.14) K m =1⎢ ⎣ m ⎥⎦ aufgeschrieben werden. Die Gleichung (3.12) bzw. diese in der Form von (3.14) mit (3.13) stellen die allgemeine Lösung der Rechteckplatte mit zwei gelenkig gelagerten parallelen Rändern dar. Diese Lösungen enthalten noch vier Integrationskonstanten. Diese müssen aus den konkreten Randbedingungen an den Querrändern bei y = 0 und y = ly bestimmt werden. Für die Rechteckplatte nach Bild 3.4 lauten diese: ( 1. m y y = 0 = 0 ) 3. ( ) w y = ly = 0 2. q y ( y = 0) = 0 4. w, y (y = l y ) = 0 Nach Berechnung der Integrationskonstanten lassen sich aus (2.10) und (2.12) die Schnittgrößen und nach Kapitel 2.6 die Spannungen berechnen. Hinweis: 1. Symmetrie in y-Richtung bezüglich Geometrie und Belastungen Man legt die x-Achse in den Symmetrieschnitt. Die Lösung (3.14) für w muss dann eine symmetrische Funktion zu y = 0 werden. Das bedeutet, es muss immer C3m = C4m = 0 gelten. Die verbleibenden zwei Integrationskonstanten können aus den Randbedingungen an einem der beiden Querränder bestimmt werden. 2. Symmetrie in y-Richtung bezüglich Geometrie und Antimetrie bezüglich Belastung Man legt die x-Achse wieder in den Symmetrieschnitt. Die Lösung (3.14) für w mit fm(y) nach (3.9) muss dann eine ungerade Funktion zu y = 0 werden. Es gilt in diesem Fall immer C1m = - pm/αm4, C2m = 0 Das folgt auch aus den Randbedingungen w(y = 0) = 0 und my(y = 0) = 0. Die verbleibenden zwei Integrationskonstanten können aus den Randbedingungen an einem der beiden Querränder bestimmt werden. Beachte: Da die Belastung antimetrisch verlaufen muss, ist auch pm eine antimetrische Funktion. Damit wird auch das Glied C1mcoshαmy eine antimetrische Funktion. 3. Die Vereinfachungen entsprechen 1. und 2. gelten nur für die zweite Form (mit Hyperbelfunktionen) von (3.13). In der ersten Form (mit e-Funktionen) ist eine derartige Trennung in symmetrische und antimetrische Anteile nicht möglich. ________________________________ Elastische Platten 3 Ausgewählte Lösungen der Plattengleichung in kartesischen Koordinaten 33 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 3.4 Allseitig gelenkig gelagerte Rechteckplatte (Lösung nach Navier) x Annahme: Die Platte sei allseitig gelenkig gelagert. Die z, w Belastungen pn(x,y) und mT(x,y) können beliebige Funktionen von x und y sein. y pn(x,y), ly mT(x,y) Die Plattenverschiebung w ist wieder eine Funktion von x h, K und y. Es gilt die allgemeine Plattendifferentialgleichung (2.14). Beim Plattenstreifen und Plattenhalbstreifen lx (Kapitel 3.1, Beispiel 2 bzw. Kapitel 3.2) haben wir festgestellt, dass bei einer speziellen Reihenentwicklung der Belastungsfunktion in x-Richtung und gelenkiger Lagerung der Ränder bei x = konst die Lösung der Plattendifferentialgleichung eine besonders einfache Form annimmt. Da für die hier vorliegende Platte zusätzlich auch die Ränder bei y = konst gelenkig gelagert sind, bietet sich auch in dieser Richtung eine analoge Reihenentwicklung der Belastungsfunktionen an. Für die Belastungen pn(x,y) und mT(x,y) wählen wir eine antimetrischer Fortsetzung und entwickeln sie in eine Fouriersche Doppelreihe als ungerade Funktion zu x = 0 und y = 0 mit den Periodenlängen 2lx bzw. 2ly. Damit kann jede allgemeine Belastung (auch diskrete Belastungen können durch Grenzwertbetrachtungen berücksichtigt werden) durch eine Funktion p(x,y) für den gesamten Plattenbereich dargestellt werden. Die Fouriersche Doppelreihe für die Belastungen ergibt sich allgemein aus folgenden Beziehungen (vgl. auch Gleichung (3.4) bzw. Anhang A1 und mathematische Literatur): ∞ ∞ lx l y 4 pn ( x , y ) ≅ ∑ ∑ pnmn sin α m x sin β n y mit pnmn = l xl y ∫ ∫ pn ( x, y ) sin α m x sin β n ydydx m =1n =1 0 0 mπ nπ αm = , βn = lx ly ∞ ∞ lx l y 4 mT ( x, y ) ≅ ∑ ∑ mT mn sin α m x sin β n y mit mTmn = l xl y ∫ ∫ mT ( x, y ) sin α m x sin β n ydydx m =1n =1 0 0 ∑ ∑ ( pn [ ] ) ∞ ∞ p(x, y ) = pn (x, y ) − ∆mT (x, y ) ≅ mn + α m2 + β m2 mTmn sin α m x sin β n y m =1n =1 [ ] ∞ ∞ p(x, y ) ≅ ∑ ∑ pmn sin α m x sin β n y mit pmn = pnmn + α m2 + β m2 mTmn m =1n =1 (3.15) Für die Verschiebung w wird ein analoger Reihenansatz in Form einer Fourierschen Doppel reihe gemacht: ∞ ∞ w( x, y ) = ∑ ∑ f mn sin α m x sin β n y (3.16) m =1n =1 der bereits alle Randbedingungen erfüllt (Verschiebung und Biegemomente auf dem gesamten Rand gleich Null). Die Freiwerte fmn des Ansatzes für w bestimmen wir so, dass ________________________________ Elastische Platten 3 Ausgewählte Lösungen der Plattengleichung in kartesischen Koordinaten 34 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ auch die vollständige Differentialgleichung erfüllt wird. Dazu setzen wir (3.15) und den Ansatz (3.16) für w in (2.14) ein. Es folgt: ∑ ∑ f mn (α m ) ∞ ∞ ∞ ∞ 1 4 + 2α m β n + β n 2 2 4 sin α m x sin β n y = K ∑ ∑ pmn sin α m x sin β n y m =1n =1 m =1n =1 Diese Gleichung ist dann erfüllt, wenn für jede Kombination von m und n pmn f mn = (3.17) ( K αm + βn 2 2 2 ) wird. Für die Plattenverschiebung ergibt sich somit aus (3.16) mit (3.17): ∞ ∞ 1 pmn w( x, y ) = ∑∑ sin α m x sin β n y (α ) (3.18) K m =1n =1 2 + βn2 2 m Mit (3.18) haben wir eine sehr einfach aufgebaute Lösung erhalten. Mit (3.18) lassen sich aus (2.10) und (2.12) die Schnittgrößen und nach Kapitel 2.6 die Spannungen berechnen. Neben einer Reihe von Vorteilen besitzt die Lösung auch Nachteile. Vorteil: • einfache Lösung • beliebige Belastungen pn(x,y), mT(x,y) und diskrete Lasten können berücksichtigt werden Nachteile: • nur für gelenkige Lagerung aller Ränder anwendbar • für kleine Belastungsflächen und für diskrete Lasten ist die Konvergenz der Reihen relativ schlecht (besonders bei der Berechnung der Momente und Querkräfte) ________________________________ Elastische Platten 4 Grundgleichungen der Platte in Zylinderkoordinaten 35 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 4 Grundgleichungen der Platte in Zylinderkoordinaten Die Darstellung der Grundgleichungen und der Plattendifferentialgleichung in Zylinder- koordinaten (bzw. für die Plattenmittelfläche in Polarkoordinaten) kann man z. B. auf folgende Art und Weise erhalten: 1. Analog zur Herleitung in kartesischen Koordinaten (vgl. Kapitel 2) können die Gleichungen für die Darstellung in Zylinderkoordinaten entwickelt werden. Das bedeutet ein nochmaliges Herleiten der Plattenschnittgrößen, der Gleichgewichts- bedingungen, der Verzerrungs-Verformungsbeziehungen und der Stoffgesetze unter Beachtung von Zylinderkoordinaten. 2. Die Herleitung aller Grundgleichungen und der Differentialgleichung kann durch eine Koordinatentransformation erfolgen. Entsprechend der Transformationsvorschrift müssen in den Grundgleichungen für kartesische Koordinaten die Koordinaten x, y und z sowie alle Ableitungen davon ersetzt werden. Für einen Punkt P gilt folgende Transformationsvorschrift: x = r cos ϕ t y r P y = r sin ϕ z=z ϕ z x Da die radiale Richtung r, die tangentiale Richtung t und die z-Richtung des Zylinderkoordinatensystems r, ϕ, z wie die kartesischen Koordinaten x, y, z senkrecht zueinander stehen, kann die Überführung der Gleichungen für kartesische Koordinaten in Zylinderkoordinaten auch durch folgende Substitution der Indizes (wobei zunächst die Richtung t als Koordinate auftritt) erfolgen: ∂ (...) ∂ (...) x→r dx → dr = ∂x ∂r ∂ (...) ∂ (...) ∂ (...) y→t mit dy → dt = rdϕ und = = ∂y ∂t r∂ϕ ∂ (...) ∂ (...) z→z dz → dz = ∂z ∂z Man erkennt, dass die partiellen Ableitungen nach x, y und z direkt durch die nach r, t und z ersetzen werden können. Die Richtung t kann noch durch die ϕ-Richtung ersetzt werden, wenn wegen des Zusammenhangs dt = rdϕ die partiellen Ableitungen nach t durch solche nach r und ϕ ausgedrückt werden. Einschränkung: Die Gleichgewichtsbedingungen (4.2) lassen sich auf diese Weise nicht ohne weiteres aus (2.3b) ableiten, da jetzt eine spezielle Geometrie vorliegt (Zunahme der Schnittfläche in r-Richtung, zueinander geneigte Schnittflächen bei ϕ = konst). ________________________________ Elastische Platten 4 Grundgleichungen der Platte in Zylinderkoordinaten 36 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ Für die partiellen Ableitungen nach t gilt (vgl. /1/ Girkmann, Flächentragwerke, S. 172): ∂ (...) ∂ (...) = ∂t r∂ϕ ∂ 2 (...) ∂ 2 (...) ∂ (...) = 2 2+ ∂t 2 r ∂ϕ r∂r ∂ 2 (...) ∂ ⎛ ∂ (...) ⎞ ∂ 2 (...) ∂ (...) = ⎜⎜ ⎟= − ∂r∂t ∂r ⎝ r∂ϕ ⎟⎠ r∂r∂ϕ r 2∂ϕ Im Folgenden werden, ohne eine der zwei beschriebenen Möglichkeiten direkt auszuführen, die entstehenden Grundgleichungen in Zylinderkoordinaten angeben. Das ist mit den obigen Hinweisen und auf der Grundlage der Gleichungen in kartesischen Koordinaten leicht nachvollziehbar. Die grundlegenden positiven Definitionen für die Schnittgrößen und Verformungen bleiben sinngemäß erhalten. 4.1 Schnittgrößen Es wird ein differentiell kleines Plattenelement mit den Abmessungen dr-rdϕ-h betrachtet. An den jeweils positiven Schnittufern sind die Schnittgrößen für die Platte in Zylinder- koordinaten angetragen. Mittelfläche x pn(r,ϕ ) dϕ ϕ y r dr z mϕ h mϕ r mr mrϕ qϕ qr Bild 4.1: Plattenschnittgrößen für Zylinderkoordinaten Zwischen den Spannungen (hier nicht bildlich dargestellt) und den Schnittgrößen nach Bild 4.1 muss folgender Zusammenhang bestehen: ________________________________ Elastische Platten 4 Grundgleichungen der Platte in Zylinderkoordinaten 37 __________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ h h 2 2 mr = ∫ σ r zdz mϕ = ∫ σ ϕ zdz Biegemomente in N −h −h 2 2 h 2 mrϕ = mϕr = ∫ τ rϕ zdz Drillmomente in N (4.1) −h 2 h h 2 2 qr = ∫ τ rz dz qϕ = ∫ τ ϕz dz Querkräfte in N/mm −h −h 2 2 4.2 Gleichgewichtsbedingungen Aus einer Platte wird ein differentiell kleines Element mit den Abmessungen dr-rdϕ-h herausgeschnitten. In den Schnittflächen der positiven und negativen Schnittufer werden die aus den Plattenschnittgrößen (vgl. Bild 4.1) resultierenden Kräfte bzw. Momente unter Beachtung der differentiellen Zunahme angetragen. Das Plattenelement muss im Gleichgewicht sein. Von den 6 Gleichgewichtsbedingungen sind 3 wieder erfüllt (Kräftegleichgewicht in r- und ϕ-Richtung und Momentengleichgewicht um die z-Achse). Eine Gleichgewichtsbedingung, nämlich die für die Momente um eine Achse in radialer Richtung durch den Schwerpunkt des Elementes, soll hier als Beispiel ausführlich aufgeschrieben werden. Das entsprechende Schnittbild erhält man aus Bild 4.1 durch Ergänzung der differentiellen Zunahmen der Schnittgrößen am positiven Schnittufer und durch die Schnittgrößen am negativen Schnittufer. Zur Übung kann der Leser dieses Schnittbild einmal selbst erstellen. Beachte: Da sich in radialer Richtung nicht nur die Schnittgröße mrϕ, sondern auch die Bezugslänge rdϕ um eine differentielle Größe ändert, muss die differentielle Zunahme auf das Produkt aus Schnittgröße und Bezugslänge bezogen werden. Am positiven Schnittufer (Stelle: r+dr) wirkt somit (vgl. auch Kapitel 2.2, Formel für Taylor-Reihe): mrϕ r dϕ (Stelle: r + dr) = mrϕ r dϕ + (mrϕ r dϕ),r dr = [mrϕ r + (mrϕ r),r dr] dϕ Es kann folgende Gleichgewichtsbedingung aufgeschrieben werden: : [ ( ) ] − mrϕ rdϕ + mrϕ r + mrϕ r , r dr dϕ + ⎟ + [mϕr + mϕr ,ϕ dϕ ]dr sin⎜ ⎛ dϕ ⎞ ⎛ dϕ ⎞ + mϕr dr sin⎜ ⎟− 2 ⎝ ⎠ ⎝ 2 ⎠ − mϕ dr cos⎜ ⎛ dϕ ⎞ [ ⎛ dϕ ⎞ ⎟ + mϕ + mϕ ,ϕ dϕ dr cos⎜ ⎟− ] ⎝ 2 ⎠ ⎝ 2 ⎠ ⎛ dr ⎞ ⎛ dϕ ⎞ − qϕ dr ⎜ r + ⎟ sin⎜ ⎛ dr ⎞ ⎛ dϕ ⎞ ⎟ − qϕ + qϕ ,ϕ dϕ dr ⎜ r + ⎟ sin⎜ [ ⎟=0 ] ⎝ 2⎠ ⎝ 2 ⎠ ⎝ 2⎠ ⎝ 2 ⎠ ________________________________ Elastische Platten 
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